Semana 11

» Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 17 a 24 de la Guia 3. Los ejercicios propuestos que no estan en la guia (pero que
se relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Proyecciones ortogonales

Antes de comenzar con los ejercicios de la semana 11, recordemos la definicién de proyeccién
ortogonal.

Sean (V, (- -)) un K-espacio euclideo, S un subespacio de V y v € V, decimos que ¢ es la
proyeccion ortogonal del vector v sobre S si verifica:

teSyv—ve8t.

En el Ejercicio 16 de la semana 10, probamos que si S es de dimension finita, la proyeccién
ortogonal del vector v sobre S existe y es tinica. Lo anterior es un resultado muy importante de
espacios euclideos asi que lo vamos a resaltar:

Sean (V,(-,-)) un K-espacio euclideo, § un subespacio de V (de dimensién finita) y v € V,
entonces ¢ (la proyeccién ortogonal del vector v sobre S) existe y es unica.

Recordemos que en el Ejercicio 16 de la semana 10, probamos que si {u,ug, -+ ,u,} es una
base ortonormal de S, entonces

0= (v,ur )ur + (v,ug ) ug + - + (v, up ) Uy

Més ain, si {v1,v2, -+ ,v,.} es una base ortogonal de S, entonces, tomando u; := Hziill’ Uy =
II%II’ Cee Uy = HZ—:”, tenemos que {uy,usg, - ,u,} es una base ortonormal de S. Entonces,
. (v,v1) v1 (v,v2) v2 (v,v0) vy
0= (v,u1)+(v,u2) +-+(v,u) = + +
’ ’ o loall floall w2l ozl [orll o]
<U,U1> <v,v2> <vvv7‘>
=5 V1T v2 40+ Vp.
[[o1]|? [[v2]]? o2

Sean (V,(-,-)) un K-espacio euclideo, S C V un subespacio de dimensién finita y Bs =
{v1,v2, -+ ,v,} una base ortogonal de S. Definimos la funcién Ps : V — V como la funcién
que a cada elemento v € V le asigna su proyeccién ortogonal sobre S, es decir

(v,v1) (v,v9) (v,v,)

Ps(v) =t = . Vgt -
(v) Tl 2 Tl T2




Como vimos en la Semana 10, la funcién Ps esta bien definida porque a cada elemento v € V le
corresponde un unico elemento de V que es 0. Por otra parte Ps es una transformacion lineal, pues
siv,w€eVyaq,pB €K entonces

)
(av + pw,v;) v, w, v;
Psov+fuw) =3 _“Z 2 Z A

=1
= aPs(v) + BPs(w).

Finalmente, como vimos en la Semana 10, observar que como Ps(v) = > ; <”1;7|12> v €S,

entonces

T
_ 1} Uz ) /U ?}7, i - Uj
Po(Psto) = Po(y S = 330 (L5 o)
i=1 7j=11i=1 I
T

v, ;) (] (v,vi)
— ) — o}
-3yl o {50 g = 2 g % = P

j=11=1

donde usamos que (v;,v;) = 0sii # j. Por lo tanto Pg = PsoPs = Ps, entonces Ps es un proyector.
Finalmente, observar que
Im(Ps) =S8 y Nu(Ps) = S*.

De hecho, como Ps es un proyector, en la Semana 7 (pag. 12) vimos que v € Im(Ps) si y sélo si
v = Ps(v) = v € S, donde para la tltima igualdad usamos la definicién de proyeccién ortogonal del
vector v sobre el subespacio . Meditar por qué esto demuestra que Im(Ps) = S.

Por tiltimo, es claro que si v € S*, entonces Ps(v) = Oy, porque (v,v;) =0 parai=1,2,--- ,r
Por otra parte, si v € Nu(Ps) entonces Ps(v) = v = Oy, entonces, por definicién de proyeccién
ortogonal del vector v sobre el subespacio S, tenemos que v = v — Oy = v — 0 € S*. Concluimos
entonces que Nu(Ps) = S*.

Vamos a remarcar todas estas propiedades que probamos para tenerlas presentes:

Sean (V,(-,-)) un K-espacio euclideo, S C V un subespacio de dimensién finita y Bs =

{v1,v2, -+ ,v,} una base ortogonal de S. La funcién Ps : V — V definida como
N <’U,’U1> <'U,U2> <U7UT>
PS(’U)::v: v vy + -+ Uy, (1)
[ o1]]? o212 lo 12"

es una tranformacién lineal que cumple:
] Pg = Ps, es decir Ps es un proyector.
» Im(Ps) =S8 y Nu(Ps) = S*. Entonces, claramente V = Im(T) @ Nu(T).

» Como Ps es un proyector y tenemos que I'm(Ps) = S y Nu(Ps) = S*, entonces (ver
Semana 7 Ejercicio 24):
PsL:IV_PS- (2)




Para que no queden dudas: observar que si 7' es un proyector, tenemos que Im(T") y Nu(T)
estdn en suma directa (no necesariamente son ortogonales). Por otra parte, si T' es un proyector
ortogonal entonces T es un proyector y ademés Im(T) = Nu(T)*t, es decir Im(T) y Nu(T) son
ortogonales entre si (en particular estdn en suma directa). Todo proyector ortogonal es un proyector,
pero obviamente no todo proyector es un proyector ortogonal. Por ejemplo, en R? con el producto
interno canénico, definimos T' : R2 — R?, como

rlip= ] = 1o )

Entonces T es un proyector (verificarlo). Pero como Nu(T) NO es ortogonal a Im(T'), concluimos
que T NO es un proyector ortogonal.

A partir de la existencia de la proyeccién ortogonal podemos enunciar las siguientes propiedades
muy importantes que usaremos a lo largo de la materia.

Proposicién 1. Sea (V,(-,-)) un K-espacio euclideo de dimension finita y S C 'V un subes-
pacio. Entonces:

1. V=Sagst
2. dim(S+) + dim(S) = dim(V).
3. (SHt =s.

Notar que la Proposicién 1 sélo vale cuando S es un subespacio y V es de dimension
finita.

Dem. 1.: Es claro que S NS+ = {0y}. Por otra parte, si v € V tenemos que
v = Ps(v) + (v — Pg(v)).

Por definicién de proyeccién ortogonal, Ps(v) € S y v — Ps(v) € S*. Por lo tanto v € S ® S+ y se
sigue que VC 8 @ S*. Como la otra inclusién siempre vale, tenemos que V=38 @ S*.
2. : Usando el item 1. y el Teorema de la dimensién para suma de subespacios, tenemos que

dim(V) = dim(S @ §*) = dim(S) + dim(S™).

3. : BEs claro que S C (S*)*, pues si s € S entonces (s,t) = 0 para todo ¢t € S entonces
s € (SL)L. Por otra parte, usando el item 2. dos veces, tenemos que

dim((SH)1) = dim(V) — dim(St) = dim(S).
Entonces, como S C (S*)* y dim(S) = dim((S*)*) se sigue que (SH)* = S. O

El Ejercicio 18 es un ejemplo de cédlculo de la proyeccién ortogonal Ps. Antes de resolverlo,
recordemos la definicién de distancia de un punto a un subespacio: sean (V,(-,-)) un K-espacio
euclideo, & un subespacio de V y v € V. Se define la distancia del punto v al subespacio S como

d(v,S) := inf{||v — s|| : s € S}.



Donde inf denota el infimo del conjunto en cuestion. En el Ejercicio 16 probamos que cuando S es
de dimension finita, ese infimo de hecho es un minimo y el vector que realiza el minimo es justamente
0 = Ps(v). Por lo tanto

d(v,8) = [[v = Ps(v)]| = | Ps+(v),

donde para la dltima igualdad usamos que por (2), tenemos que Ps. = Iy — Ps. Entonces

Psi (v) = Iy(v) — Ps(v) = v — Ps(v).

Ejercicio 18: En R?*2 con el producto interno ( A, B) = tr(BT A), consideramos el subespacio
S de todas las matrices simétricas.

a) Dada X € R?*2 hallar la expresién de Ps(X).

b) Hallar la proyeccién ortogonal de B = [ Ll ] sobre S. Calcular d(B,S).

1 1

Dem. a) : El subespacio S en cuestién es S = {4 € R?*? : AT = A}. Si A € S, entonces

| a b r |a c| . |a b -
= {c d]cona,b,c,dERyA = {b d]—A— [c d}.Entonces,b—c.Porlotanto

a b
A= [b d]ytenemosque

s=rt[3 8. [23) 0 2]

Observar que

(1 0] [0 1] 1 1 0] [0 0
<_0 0] |1 0_>_tr(_1 0_)_tr(_1 o_)_o’
[0 17 [0 0] [0 0] 1] [0 0]
<_1 0] |0 1_>_tr(_0 1] |1 0_)_”(_1 0_)_0’
101 [0 0] [0 011 0] [0 0]
<_0 0] |01 >_tr(_0 1 0_)_“(_0 0_)_0‘
Entonces, Bs = { [(1) 8], [(1] (1)], [8 ?]}es una base ortogonal de S. Y podemos usar la

ecuacién (1). Entonces,

pS(X):<X’ [(1) 8]> [1 0]+<X’ {(1) H> {0 1}+<X’ [8 (1)]> [0 0]'

PR O P[0 e PR [0 0 L0
0 0 1 0 0 1




Haciendo cuentas, tenemos que || [ (1) 8 ] 12=1, || [ 8 (1) ] =1y [ (1) é ] |? = 2. Por

r1 T2
T3 T4

(ol (s oh=wloo] 2 nh=w(% 5])=n

1
Operando de manera similar, tenemos que S , 0 =xo+ T3y
T3 T4 1 0

otra parte, si X = [ ] € R?*2_ se sigue que

Ty T2 00 B ‘
< |: T3 T4 :| ’ |: 0 1 :| > = z4. Entonces, reemplazando, nos queda:

B 10 zo+x3, [0 1 0 0] x  d
Fs(X) == [0 0]“ 2 )[1 0]“34{0 1}‘[%2;13 ry |

Observar que (obviamente) Ps(X) siempre es simétrica pues por definicién Ps(X) € S.

0 1
-1 0
cuenta) y como, por la Proposicién 2, dim(S*) = dim(R?*2) — dim(S) = 4 — 3 = 1, tenemos que

S+ = gen{ [ L }} Una base de S+ (ortogonal) es Bg1 = { [ 0 1

SIETY)

haciendo las cuentas),
0 1 0 223
= = 2

-1 0

Otra manera de resolver este ejercicio es observar que por un lado [ ] e st (hacer la

}} Entonces (verificarlo

Entonces, por la ecuacién (2),

Tl X9 0 T2—x3 x1 To+x3
PS(X):X_PSL(X): |:$3 x4:|_ |:3632:1:2 6 = x242rx?> ;4 :

Y (por suerte) obtuvimos el mismo resultado.
b) : Usando la férmula que acabamos de probar, tenemos que

pS(B)ZPS(“ _11]>= [—1}1 ?1]: [(1) (1)]

Finalmente,

ass)=p-rsen=1 | 3= g V=10 5 -
o[ & o) [T 0 e g Pre=ve
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Ejercicio 20 : Sea (V,(-,-)) un K-espacio euclideo y sea T' € L(V) un proyector, es decir
T? = T. Verificar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es una proyeccién ortogonal,
b) para todo z,y € V vale (T'(z),y) = (z,T(y) ),
¢) para todo z € V vale ||T'(z)|| < |||
Dem. a) = b) : Supongamos que 7" es una proyeccién ortogonal y veamos que para todo z,y € V
vale (T(x),y) = (2,T(y)) .
Sean z,y € V, entonces como T es un proyector, vimos que vale que V = Im(T) & Nu(T)

(lo vimos en la Semana 7). Entonces x = x1 + x2 € y = y1 + y2, con (Unicos) z1,y1 € Im(T) y
x2,y2 € Nu(T'). Entonces,

T)=T(@1+z2)=T(x1)+T(x2) =T(x1) + 0y =T(x1) =21 ¥

T(y) =Ty +y2) =T(y1) + T(y2) = T(y1) + Ov = T(y1) = y1,

donde usamos que como 7" es un proyector T(z) = z, para todo z € Im(T), entonces como z1,y; €
Im(T), tenemos que T'(z1) =x1y T(y1) = 1.
Como T es una proyeccién ortogonal tenemos también que Im(T) L Nu(T), entonces

(z1,y2) = (x2,y1) = 0.

Por lo tanto

(T(x),y) = (x1, 51 +y2) = (21,91) + (T1,2)
= (z1,y1) +0=(21,y1) + (22, 51) = (w1 + 22, 51) = (2, T(y) )

b) = ¢) : Supongamos que para todo x,y € V vale (T(z),y) = (x,T(y)) y veamos que para
todo x € V vale || T(z)]| < ||=].
Sea x € V, usando la hipétesis (es decir que vale a)) y que T' es proyector, tenemos que

(T(2),¢ — T(x)) = (¢, T(x — T(x))) = (2, T(z) - T%(z) ) = (2, T(2) - T(z)) = (2,04) = 0.

Por lo tanto, por el Teorema de Pitdgoras (o haciendo la cuenta),

lz]* = | T(2) + [z = T(@)]II = |T(@)|]* + l|lz — T(2)[* > IT(2)]]%,
donde usamos que ||z — T(x)||> > 0. Finalmente, tomando raiz (que es una funcién creciente),
tenemos que para todo z € V vale ||T(x)|| < ||z||.

¢) = d) : Supongamos que para todo xz € V, |T(z)| < ||z|| y veamos que 1" es una proyeccién
ortogonal.



Como T es un proyector (por hipétesis), para probar que T' es un proyector ortogonal sélo nos
resta probar que Nu(T)*+ = Im(T).

Veamos primero que Nu(T)t C Im(T). Sea z € Nu(T)* queremos ver que = € Im(T) es
decir T'(z) = x (recordemos que como T es proyector, z € Im(T) si y s6lo si T(z) = x). Como
r—T(z) € Nu(T) pues T(x — T(z)) = T(z) — T?(z) = T(x) — T(x) = Oy, y © € Nu(T)* se sigue
que

0= <$7‘T - T(‘T)> = (x,x> - <.T,T(l‘)> = H‘T”Q - <.CC,T(1‘)>

Entonces, nos queda que
lz]* = (2, T(x)).

Entonces
lz = T(@)|I” = [|2|* = 2 Re (@, T(x)) + |T(2)|]* = ] = 2)|=|* + IT()]|* = |T(«)* - [|=]*.
Usando la hipdtesis, tenemos que

lz = T()|* = |T()|* - |=|* < 0.

Entonces, como siempre tenemos que ||z — T(x)||? > 0, se sigue que ||z — T'(x)|?
x — T'(x) = Oy, por lo tanto T'(z) =x y x € Im(T).

Reciprocamente, supongamos que x € Im(T). Por la Proposicién 2, Nu(T) @ Nu(T)* = V
y tenemos que ¥ = x1 + T2, con (dnicos) x1 € Nu(T) y 22 € Nu(T)*. Entonces, por un lado
r = T(z) pues z € Im(T). Por otro lado, acabamos de probar que Nu(T)+ C Im(T), entonces,
como x5 € Nu(T)* tenemos que 2 € Im(T) y (nuevamente) como T’ es proyector, se sigue que

T(x2) = x2. Por lo tanto

= 0, entonces

x=T(x)=T(x1 +x2) =T (x1) + T(x2) =0y + T(x2) = T'(x2) = a.

En conclusioén,
x = xy € Nu(T)*,

entonces x € Nu(T)* y tenemos que Im(T) C Nu(T)*. Por lo tanto, como probamos la doble
inclusion, se sigue que Nu(T)*+ = Im(T) y T es un proyector ortogonal.
Como probamos a) = b) = ¢) = a), se sigue que a),b) y ¢) son equivalentes. O

Ejercicio 19 : En Rg[x] se considera el producto interno definido por

(p,q) = /Ooop(x)q(x)e_””dx.

Calcular ~
min / (14 a1z + agz?)e %da.
0

a1,a2€R

Sugerencia para la resolucion:



Observar que
o0
/ (1 + arz + aga®)?e%dz = ||1 + a1z + asz®||%.
0

Donde (abusando de la notacién), con ||1+ ajz + az2?||? (por ejemplo) queremos decir ||p||? con
p(r) =1+ a1z + agz?.
Entonces
o0
min / (1 + arz + agz?®)?e %dz = min{||1 + (a1 + aoz?)||? : a1, a2 € R}
0

ay,a2€R

= min{[|1 + p||* : p € gen{x,2°}}
= min{||1 —p|* : p € gen{z,2°}}
= d(1, gen{z, 2*})?
= Hl - Pgen{x@Q}(l)”Q‘

Si no estdn convencidos, verificar que vale la igualdad de los siguientes conjuntos (probando la

doble inclusién):
{1+ (12 + aza?)||* s a1, a0 € R} = {1 +pl” : p € gen{z, 2?}} = {|[1 = p||* : p € gen{z,2°}}.
Entonces, basta obtener una base ortogonal del subespacio gen{x,z?}, aplicar la ecuacién (1)

y calcular ||1 — Py, 223 (1)]1%. Recordar que la ecuacién (1) sélo se puede aplicar cuando tenemos

una base ortogonal del subespacio en cuestion.

Ejercicio de examen : En Ry[z] se considera el producto interno definido por

(p,q) =p(=1)a(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).
Sea U := {p € Ra[z] : p(0) = 0} y sea q(x) := —2 + 2. Hallar todos los p € U tales que p L qy
Ipl| = 20.

Dem. Sip € U, entonces p € Ro[z], es decir p(z) = ax? + bz +c con a,b,c € Ry p'(0) = 0. Entoces,
como p'(z) = 2az + b, tenemos que p'(0) = b = 0 y, volviendo a la expresién de p, nos queda que
p(r) = az? + ¢, con a,c € R.
Por otra parte, p L ¢, entonces 0 = (p,q) = <a:1:2 +c, —a? —|—9:>. Entonces, como p(—1) =
a+c p0)=c, p(l)=a+c¢, q(—1) = -2, ¢q(0) =0, ¢(1) = 0. Tenemos que
0= <a332+b,—:v2+x> =(a+c)(—=2)+c-04+(a+c)-0=—-2(a+c).
Entonces a = —c y, volviendo a la expresién de p nos queda que p(z) = ax? — a = a(x? — 1), con

a € R. Finalmente
20 = |lpl| = a(a? — 1)|| = |al[l«* - 1]
Entonces, como ||z — 1|2 =0-0+ —1-—-1+40-0 = 1. Entonces ||z — 1| =1y
20 = [al[l2* - 1| = |al,
por lo tanto a = 20 6 a = —20.
Conclusién, los polinomios p € U tales que p L ¢y |p|| = 20, son p(x) = 20(z% — 1) y p(x) =

—20(2? - 1).
U



Minimos cuadrados

Sean V, W dos K-espacios vectoriales y sea T' € L(V,W). Dado wy € W, recordemos que en la
guia de transformaciones lineales vimos que:

existe vy € V tal que T'(vg) = wo si y sélo si wg € Im(T).

Cuando wg ¢ Im(T), sabemos que la ecuacién T'(v) = wg NO tiene solucién. En ese caso, nos
interesa obtener una solucién aproximada (en algin sentido) de dicha ecuacién.

Si W, (-,-) es un K-espacio euclideo, el problema de minimos cuadrados consiste en encontrar (si
existen) todos los vectores ¢ € V tales que la distancia de T'(0) a wp sea minima, es decir, buscamos
v €V tal que

lwo — T(6) ]| = min{[lwo — T(@)] : v € V}.

Notar que
{llwo = T(w)[| : v € V} = {Jlwo — wl| : w € Im(T)}

(verificarlo probando la doble inclusién).
Entonces,
l|lwo — T(0)]| = min{||wy —w|| : w € Im(T)}.

Ya vimos en el Ejercicio 16 que si Im(T') es de dimensién finita, entonces el vector Pr,()(wo) es
el (inico) vector de Im(T') que minimiza la distancia a wy. Por lo tanto los vectores v que buscamos
son las soluciones del sistema

T'(v) = Ppyry(wo),

como Pry,ry(wo) € Im(T), la ecuacién T'(v) = Prp,r)(wo) siempre tiene solucién y serd tinica si y
solo si T' es un monomorfismo. Veamos un ejemplo para fijar ideas.

Ejercicio de examen : Sea la transformacién lineal T : R3[x] — R* definida por

p(=1)

p(0)

p(1)
[ p(z)da

Consideremos en R? el producto interno canénico (z,y) = 27y y la ecuacién

T(p) =



b) Si la respuesta de a) es negativa, hallar todas las soluciones aproximadas (en el sentido de
minimos cuadrados) de dicha ecuacién y estimar el error cometido.

Dem. a) : Primero vamos a obtener una base de I'm(7'). Recordemos que como {1,z,x2, 23} es un
sistema de generadores de Rs[z], tenemos que Im(T) = genﬂT(l), T(z), T(x?), T (x3)}.
Observar que fil ldx = 2, fil xzdr = 0, f}l 22dx = % - xz3dz = 0. Entonces

1 —1 1 -1
_ 1 _ 0 2 0 3y 0
2 0 2 0
Entonces,
1 -1 1 —1
1 0 0 0
2
2 0 3 0
Y una base de Im(T) puede ser (verificarlo)
1 -1 1
1 0 0
BIm(T) - { 1| 1 ) 1 }
2 0 2
1 1
5 . ) 5
Como 3 ¢ Im(T) (verificarlo). No existe p tal que T'(p) = 3
-1 -1
b) : Como vimos arriba, todas las soluciones aproximadas (en el sentido de minimos cuadrados)
1
de dicha ecuacién son las soluciones del sistema (ahora compatible) T'(p) = Py, (7)( g ).
—1
—1
Observar que (calcularlo) Im(T)* = gen{ :le }. Por la ecuacién (2), tenemos que
3
1 1 1
5) ) )
Prpr)( 3 )= 3 Py ( 3 ).
—1 —1 —1

10



-1

Como { } es una base ortogonal de Im(T)* (tiene un sélo elemento), podemos aplicar

—4
—1
3
la ecuacién (1), para obtener que

1 —1
( 5 —4
1 317 -1 ~1 —1 1
5 -1 | 3 —4 —27 —4 4
Py (| 5 )= N BTN BTl RN B Y
1 —4 | 9 3 3 -3
el
3 -
Entonces,
1 1 1 1 1 0
) ) ) ) 4 1
P]’m(T)( 3 ) = 3 _me(T)J-( 3 ) = 3 - 1 = 9
—1 —1 -1 -1 -3 2
0
Por lo tanto, buscamos p € Rs[z] tales que T'(p) = ;
2
0
Si p € Rs[z] es tal que T'(p) = ; entonces, p(r) = a + bx + cx? + da? con a,b,c,d € R, tal
2
0
que T(p) = aT(1) + bT(x) + cT(2?) + dT(z3) = ; . Entonces,
2
1 -1 1 -1 0
1 0 0 0 1
a | +b 1 +c 1 +d 1 9
2 0 2 0 2

Resolviendo el sistema, nos queda que a = 1,b = 1 — d,c = 0. Volviendo a la expresién de p nos
queda que p(x) = 1 + 2z + d(z® — x), con d € R. Por lo tanto, todas las soluciones de minimos

cuadrados de la ecuacién T'(p) =

— W Ut

plx) =142 +d@> —1z), condcR.

11



Finalmente, el error cometido, se obtiene como

1 0 1 ~1
X 5 1 5 —4
=T~ | 5 |I=l |5~ |5 |I=1]_;|I=V19
1 2 1 1

O

En el siguiente ejercicio vamos a estudiar un caso particular del problema de minimos cuadrados
cuando consideramos matrices A € R™*" y el espacio (R", (-, -)) euclideo candnico.
Antes de resolver el Ejercicio 21 veamos las siguiente propiedades que usaremos ampliamente.

Proposicién 2. Sea A € R"™*"™ y consideremos el espacio euclideo candnico correspondiente.
Entonces:

1. nul(AT A) = nul(A).
2. col(AT A) = col(AT).
3. nul(A) = col(AT)*.

4. nul(AT) = col(A)*.

Dem. 1.: Vamos a probar nul(AT A) = nul(A) viendo la doble inclusién. Ya sabemos que siempre
vale nul(A) C nul(AT A) (si no se acuerdan, verificarlo). Por otra parte, si # € nul(A” A) entonces
AT Az = 0. Entonces,

|Az|? = (Az)T (Az) = 2T AT (Az) = 2T (AT Az) = 270 = 0.

Entonces Az = 0, * € nul(A) y tenemos que nul(ATA) C nul(A). Como probamos la doble
inclusion, se sigue que nul(AT A) = nul(A).

2. : Recordemos que en el Ejercicio 11, probamos que si A € R™™ y (R™ (-,-)) es el espacio
euclideo canénico entonces

nul(A)* = col(AT).

Por lo tanto, usando esa propiedad y que (acabamos de ver que) nul(AT A) = nul(A), tenemos que
col(ATA) = col(ATA)T) = nul(AT A+ = nul(A)*F = col(AT).
3.: Como nul(A) es un subespacio, por la Proposicién 1, tenemos que
nul(A) = (nul(A)1)*+
y usando que nul(A)* = col(AT) se sigue que

nul(A) = (nul(A)1)t = col(AT)*.

12



4. : Finalmente, por 3.,
nul(AT) = col(AT)T)* = col(A)*.

O

Ejercicio 21: Sea (R™,(-,-)) el espacio euclideo canénico. Se considera un subespacio S de R"
y una matriz A € R™*™ cuyas columnas son una base de S.

a) Demostrar que Ps(v) satisface el siguiente sistema de ecuaciones:
Ps(v) = Az para algin z € R™,
AT (v — Ps(v)) = 0.
Comprobar que & = A% v, donde A% := (AT A)71AT.

b) Deducir que AA# = [Ps]& donde E es la base canénica de R™ y que A# A = Igm. Observar
que hay dos errores en la guia.

¢) Concluir que d(v,S)? = ||v— Az||>. Motivo por el cual & se denomina (la) solucién por minimos
cuadrados de la ecuacion Az=wv.

Dem. a): Notar que S = col(A). Més ain, como las columnas de A forman una base de S tenemos
que dim(S) = dim(col(A)) = rg(A) = m. Recordemos que la ecuaciéon Az = y tiene solucién si y
s6lo si y € col(A), como en este caso Ps(v) = Pyyya)(v) € S = col(A) (por definicién de proyeccién
ortogonal) entonces existe algtin vector (llamémoslo) & € R™ tal que

Az = Ps(v).
Ademads, como rg(A) = m, por el teorema de la dimensién tenemos que
dim(nul(A)) =m —rg(A) =m —m = 0.

Entonces nul(A) = {0} y entonces, la ecuacién Ps(v) = Az, tiene solucién tnica y es Z.
Por otra parte, por definicién de proyeccién ortogonal, tenemos que

v — Ps(v) € St = col(A)*F = nul(AT),
donde usamos la Proposicién 2. Entonces
AT (v — Ps(v)) = 0.

Y tenemos que Ps(v) satisface el sistema de ecuaciones.

Finalmente, observar que por la Proposicién 2, col(ATA) = col(AT). Como ATA € R™*™ y
dim(col(AT A)) = dim(col(AT)) = rg(AT) = rg(A) = m, se sigue que AT A es inversible y entonces
tiene sentido la matriz A% definida por A% := (AT A)~1 AT,

Sea & := A%v = (AT A)~1ATv, veamos que & (asi definido) cumple que AZ = Ps(v).

De hecho, por un lado

Az = A[(ATA)TATY] € col(A) = S

13



y por otro lado v — Az € nul(AT) = col(A)*. De hecho,
AT (v — Az) = AT (v — A(ATA)71ATY) = ATy — AT A(AT A)71 ATy =
= ATy — 14Ty = ATy — ATy = 0.
Entonces, probamos que A% € Sy v — Az € S*. Como Ps(v) es el tinico vector de R™ tal que
Ps(v) € Sy v — Ps(v) € St (recordar el Ejercicio 16) entonces
Az = Ps(v)
y probamos lo que queriamos.

b) : Veamos que AA" = [Ps]g y que A% A = Igm.

Queremos probar una igualdad de matrices, recordar que dos matrices A, B € R™*™ gson iguales
si y sélo si Az = Bz para todo z € R™ (si no se acuerda de esto, traten de demostrarlo pensando
qué pasa si tomamos como z a los vectores de la base canénica de R™).

Sea v € R™, usando lo que probamos en el item a) y llamando E a la base canénica de R,

tenemos que
AA%v = At = Ps(v) = [Ps(v)]® = [Ps]E [v]” = [Ps]E v.

Como la igualdad anterior vale para todo v € R™, concluimos que AA# = [Pg]g.
Finalmente, sea z € R™ entonces,

A# Az = (ATA)TTAT (Az) = (ATA) (AT A)z = Igm=.

Entonces, como la igualdad anterior vale para todo z € R™, concluimos que A% A = Igm.
¢) : Usando lo probado en a) tenemos que

d(v,S)* = |lv = Ps(v)|* = [lv — Az|*.

Una aclaracién respecto de por qué estd entre paréntesis el articulo “la”. En este caso, & es “la”
solucién por minimos cuadrados de la ecuaciéon Az = v porque como nul(A) = {0} la solucién de
minimos cuadrados es unica. Como vimos en el ejemplo previo a este ejercicio si dim(nul(A)) > 0
hay infinitas soluciones por minimos cuadrados. O

Vamos a remarcar las conclusiones del ejercicio anterior para tenerlas presentes:
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Sea (R™, (-,-)) el espacio euclideo canénico, A € R™*™ e y € R™. Entonces, son equivalentes:
a) & € R™ es una solucién de minimos cuadrados de la ecuaciéon Az = y.

b) ||Az — y|| = min{||Az — y|| : = € R™} 4, equivalentemente, ||AZ — y|| < ||Az — y|| para
todo z € R™.

c) & € R™ es una solucién de la ecuacion Az = P4y (y), es decir AZ = Pry(a)(y)-
d) & € R™ es una solucién de la ecuacion normal AT Ax = ATy, es decir AT Az = ATy.

En este caso, si &, es una solucion de minimos cuadrados de Az = y entonces todas las
soluciones de minimos cuadrados de Ax = y son

=12+ 2,

con z € nul(A). En particular, existe una tnica solucién de minimos cuadrados de Az =y si
y solo si nul(A) = {0}.

Para hacer alguna cuenta, consideremos el siguiente ejercicio.

Ejercicio: La siguiente tabla muestra, para algunos instantes ¢t (en segundos), la posicién de
un movil p(t) (en metros).

t | 10 | 20 | 30 | 40
p(t) | 2,5 | 5,2 | 6,6 | 9,4

a) Suponiendo velocidad constante. Hallar la recta p(t) que mejor ajusta los datos (en el sentido
de minimos cuadrados).

b) Determinar en qué posicién se estima que estara el mévil en t = 50 seg.

c¢) Calcular el error de estimacién.

Dem. a) : Buscamos una recta que mejor ajuste los datos. La recta serd de la forma

p(t) = po + vt,
con pg v v a determinar. Ademds, la recta que buscamos, queremos que cumpla:

2,5 =p(10) = po + v - 10.

5,2 = p(20) = po + v - 20.
6,6 = p(30) = po + v - 30.
9,4 = p(40) = po + v - 40.
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2,5 1 10
. 5,2 1 20 . .
Si llamamos b := 6.6 | Y A = 130 |- Buscamos la solucién del sistema Az = b,
9,4 1 40
con r = [ I;O ] . Como claramente ese sistema no tiene soluciéon, vamos a buscar una solucién

aproximada aplicando minimos cuadrados.
Por lo que vimos arriba, Z es una solucién de minimos cuadrados de Az = b si y sélo si

AT Az = A"b.
3000 100 703
T A Ty _
Entonces, como A" A = 100 4 } ATb = [ 23,7 }

Buscamos las soluciones del sistema

3000 1001 [ 703
100 4 |7 | 23,7

0,4

0,221 ] . Entonces, la recta

Como rg(A) = rg(AT A) = 2, el sistema tiene tinica solucién y es & = [

que mejor ajusta los datos (en el sentido de minimos cuadrados) es
p(t) =0,440,221 - t.

b) : Usando la recta que mejor ajusta los datos (en el sentido de minimos cuadrados) tenemos
que p(50) = 11,45 m.
¢) : El error cometido se obtiene calculando

2,61 2,5
A Bl — 4,82 | | 5,2 _ 2, [ 2 2 211/2
9,24 9,4
=0,613.
O
Sugerencia para resolver el Ejercicio 23 :
Observar que hay algunos errores en la guia.
Se consideran n datos experimentales [ zl ] R [ ;" ] , donde z; # x; para todo 7 # j. Se
1 n

postula la existencia de un polinomio de R,,[z] (importante: m < n — 1) tal que se minimice el
error cuadrdtico medio. Es decir, se busca (si existe)

min{ % Z (pm(x;) — yi)Q :Pm € Ry [2]}.

=1
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a) : Primero, notar que (si existe) mim{> " ; (Pm (i) — ¥i)?® : pm € Ry[x]} entonces existe el
minimo que nos interesa y ademads se cumple que

min{% > (i) = 4:)* : pm € Rpnfa]} = % min{> " (pm(z:) = 4:)* : pm € Ry [2]}.
=1 =1

Si no se entiende la igualdad anterior, demostrarla recordando qué significa que m sea el minimo de
un conjunto. Entonces, nos podemos concentrar en estudiar directamente (si existe)

min{) "~ (pm (@) = ¥5)* : Pm € Rn[z]}.
=1

Desarrollar todas las sumatorias si no se entiende y recordar que como estamos trabajando con
el producto interno canénico de R™ vale que ||[z1 z2 -+ z,]7||?> = 22 + 23 + - - - + 22. Haciendo eso,
veremos que se siguen las siguientes igualdades de conjuntos:

n

137 W) = 9% o € Rualal} = (32 (X ajad) — il av,ar, - ,am € B
=1 =1 =0

J
:{(a0+a1$1+~'-+aml‘11n—y1)2+"'+(a0+a1xn+~"+am$nm—yn)23ao,a1,“',amER}

ap + arry + -+ aprt — Y1

ap + a1ra + -+ + ATy — Yo
:{H . ||2:a07a17"'7am€R}

ao+ a1Tn + -+ AT — Yn

1 T "
1 T xy )

=Qlao | . |+ | | tam | |-yl ranan e an € RY
1 Tn, xm

={llz = yll* : z € col (Vi (1,32, -, 2m))}-

Por lo tanto, min{> " ; (pm (%) — ¥i)? : pm € R[]} existe y ademas (recordar el Ejercicio 16
o la definicién de distancia de un punto a un subespacio):

min{y | (pm(@i) = 4:)* : pm € Runfe]} = min {2 =y : 2 € col(Vin(w1, 22, , 2m))}
i=1

= HPcol(Vm(ml,mg,--- In)) (y) - yH2

b) : Primero observar que en el ejercicio deberfa decir V,,—1(z1, 22, -+ ,Zn). En ese caso, la
matriz Vi,—1(x1, 22, -+ , Tm) € R™*™ nos queda:
1z a3 at
1z a2 xy
mel(xlaxZV" 7xm): . . .
2 m—1
1 zp =z, Ty



La base £ (de R,,—1[z]) de los polinomios interpoladores de Lagrange correspondientes al con-
junto de absisas {z1, - ,zy} nos queda

ro (x —x)(x —22) -+ (T — Tpy) (r —x)(x —22) -+ (T — Tpy)
(#1 —x) (w1 —23) - (21 —Tm)”  (@m — 21) (@ —22) - (T — T—1)

En el Ejercicio 1.30, vimos que para 0 < k < m — 1, vale que

[@*)F = [2f f - ]
Entonces
[1][: = [1 L. 1]T7 [.,L.][: - [.%'1 Ty - 'xm]Tv R [xm_l]ﬁ = [m;n_l .,L.grl—l o 'x%_l]T'
Por lo tanto si & = {1,2,2%,--- ,2™ 1} es la base canénica de R,,_1[z], escribiendo cémo quedan

las coordenadas en base £ de cada vector de la base candnica de Ry,—1[z] (usando lo que vimos del
Ejercicio 1.30), tenemos que :

1 2 a2 z
B 1z a3 - a7t

(Mg = [[1)* [2]* [2*)° - [2™71]F] = = Vin—1(21, %2, , Tm)-
1 @y 22, gzt

Es claro entonces que como [M ]g es inversible (pues es una matriz de cambio de base), se sigue

que
rg(Vin—1(z1, 22, ,m)) = rg([M]§) = m.

¢): Como m <n—1o0lo que es lo mismo que m + 1 < n, tiene sentido la matriz

Vin(z1,22, -+, Zm, Tm+1) (meditar por qué).
Por el item b), sabemos que rg(Vi,—1(z1, 22, -+, Zm)) = m, entonces es inmediato ver que
Tg(vm(x].a:’ch e axm7$m+l)) =m+ 1

(meditar por qué vale eso).
Observar que
Vm(xlu Xy 7-%'77,) S Rnx<m+l)'

Ademads recordando que m + 1 < n, tenemos que

Vm(ﬂj]_,I'Q, e 7x’n) = Vm(:glava ot Ty Tm41, 00 7$TL)
_ 9 _
1z x% SRR A
m
1 o b S 1
Vm(x17x27 ,$m+1)
_ 2 m _
L Ty T 0 T 1@y, 22l gm
2 m
I x;, Tp ]
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Por lo tanto

rg(Vin(z1, 2, y2p)) = rg(Vin (1,22, Ty Timt1)) = m + 1.

d) : Si ahora & es la base candnica de R,,[x], tenemos que

[pm]® = [ao a1 -+ am]”.
Por otra parte, como rg(Vi, (21,2, -+ ,x,) = m+ 1 (es decir V,,(x1, 22, -, xy,) tiene rango méxi-
mo), por el Ejercicio 21, tenemos que el vector @ := [ag a1 --- am|’ es el (tinico) vector que
cumple
Pcol(Vm(xl,xg,--- Tn)) (y) = Vm(l'l, T2, - 73771)&-
Nuevamente, por el Ejercicio 21, @ = V;,,(z1, 22, -- ,2,)"y. Entonces
[Pm]g =a= Vm(mla Z2, - - 7xn)#y
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